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Steps	
  in	
  Simula;on	
  

Physical	
  
Phenomenon	
   Model	
   Algorithm	
   Computed	
  

SoluDon	
  



Accuracy	
  versus	
  Precision	
  

The	
  accuracy	
  of	
  a	
  simula-on	
  is	
  the	
  degree	
  of	
  closeness	
  of	
  
es-mates	
  of	
  a	
  quan-ty	
  to	
  their	
  actual	
  (true)	
  value.	
  
	
  
The	
  precision	
  of	
  a	
  simula-on,	
  also	
  called	
  reproducibility	
  or	
  
repeatability,	
  is	
  the	
  degree	
  to	
  which	
  repeated	
  simula-ons	
  
under	
  unchanged	
  condi-ons	
  show	
  the	
  same	
  results.	
  



Determinants	
  of	
  Accuracy	
  and	
  Precision	
  

	
  
Modelisa;on	
  Error	
  
	
  
Discre;sa;on	
  Error	
  

	
  Step	
  Sizes	
  
	
  QuanDzaDon	
  

	
  
Compu;ng	
  Error	
  

	
  (numerical	
  precision)	
  
	
  



Monte	
  Carlo	
  Integra;on	
  

Consider	
  

In	
  this	
  parDcular	
  case,	
  we	
  know	
  analyDcally	
  

For	
  n=10^4	
  random	
  points,	
  we	
  converge	
  on	
  
the	
  correct	
  integral,	
  as	
  we	
  should.	
  
(Integral	
  performed	
  100	
  Dmes)	
  

Regular	
  (trapezium)	
  integraDon	
  (30pts)	
   Monte	
  Carlo	
  integraDon	
  (30	
  pts)	
  



Pathological	
  Cases	
  

(30	
  pts)	
  

Pathological	
  behaviour	
  can	
  also	
  occur	
  with	
  more	
  complicated	
  funcDons,	
  
which	
  you	
  may	
  encounter	
  without	
  realising,	
  e.g.	
  in	
  parDcular	
  shower	
  
calculaDons	
  
	
  
GeneralisaDon	
  is	
  Monte	
  Carlo	
  method,	
  where	
  we	
  evaluate	
  some	
  complex	
  
funcDon	
  f(x)	
  by	
  repeated	
  evaluaDon.	
  
	
  
GEANT,	
  FLUKA,	
  MCNP/MCNPX,	
  MAD,	
  Elegant	
  etc.	
  



Monte	
  Carlo	
  determina;on	
  of	
  area	
  of	
  a	
  circle	
  

	
  
Pick	
  two	
  random	
  numbers	
  between	
  -­‐1	
  and	
  +1	
  
	
  
Determine	
  for	
  each	
  pair	
  whether	
  

So	
  we	
  need	
  some	
  way	
  of	
  generaDng	
  the	
  random	
  numbers….	
  



Two	
  things	
  you	
  should	
  take	
  away	
  from	
  this	
  lecture	
  

	
  

1.  There	
  is	
  no	
  such	
  thing	
  as	
  a	
  ‘random’	
  number	
  generator.	
  

2.  It	
  is	
  generally	
  a	
  bad	
  idea	
  to	
  use	
  the	
  random	
  number	
  generator	
  that	
  
comes	
  with	
  your	
  favourite	
  compiler.	
  Using	
  the	
  code	
  in	
  Numerical	
  
Recipes	
  is	
  parDcularly	
  bad.	
  



Buffon’s	
  Needle:	
  1	
  

	
  
	
  
Buffon	
  was	
  a	
  noted	
  naturalist	
  who	
  wrote	
  a	
  36-­‐
volume	
  Natural	
  History,	
  and	
  from	
  his	
  studies	
  
observed	
  that	
  similar	
  environments	
  have	
  
disDnct	
  species	
  (Buffon’s	
  Law)	
  –	
  posited	
  that	
  
there	
  therefore	
  must	
  have	
  been	
  improvement	
  
or	
  degeneraDon	
  of	
  pre-­‐exisDng	
  species.	
  
A	
  precursor	
  to	
  Darwin,	
  who	
  credited	
  Buffon	
  in	
  
the	
  foreword	
  to	
  the	
  Origin	
  of	
  Species.	
  
	
  
Also	
  a	
  contributor	
  to	
  early	
  probability	
  theory.	
  
	
  
The	
  Buffon’s	
  Needle	
  method	
  is	
  named	
  aeer	
  
him.	
  

Georges-­‐Louis	
  Leclerc,	
  Comte	
  de	
  Buffon	
  
(1707-­‐1788)	
  



Buffon’s	
  Needle:	
  2	
  

	
  
Buffon	
  posed	
  the	
  following	
  quesDon:	
  
Suppose	
  we	
  have	
  a	
  floor	
  made	
  of	
  parallel	
  
strips	
  of	
  wood,	
  each	
  the	
  same	
  width	
  t,	
  and	
  we	
  
drop	
  a	
  needle	
  of	
  length	
  l	
  onto	
  the	
  floor.	
  What	
  
is	
  the	
  probability	
  that	
  the	
  needle	
  will	
  lie	
  across	
  
a	
  line	
  between	
  two	
  strips?	
  
	
  
We	
  generate	
  (physically	
  drop)	
  many	
  random	
  
samples,	
  and	
  measure	
  the	
  answer.	
  
	
  
AnalyDcally,	
  we	
  can	
  show	
  that	
  if	
  t>l,	
  then	
  for	
  n	
  
needles	
  dropped	
  with	
  h	
  of	
  the	
  needles	
  
crossing	
  lines,	
  the	
  probability	
  is:	
  
	
  
	
  
We	
  can	
  invert	
  this	
  equaDon	
  to	
  give:	
  
	
  
	
  
In	
  other	
  words,	
  we	
  can	
  drop	
  some	
  needles	
  
onto	
  strip	
  flooring,	
  and	
  from	
  it	
  get	
  an	
  esDmate	
  
for	
  π.	
  
	
  
	
  
	
  



Buffon’s	
  Needle:	
  3	
  
	
  	
  
Mario	
  Lazzirini	
  did	
  the	
  experiment	
  manually	
  
in	
  1901,	
  manually	
  throwing	
  the	
  needle	
  3408	
  
Dmes.	
  In	
  his	
  case	
  he	
  used	
  
	
  
	
  
for	
  which	
  the	
  probability	
  the	
  needle	
  will	
  cross	
  
a	
  line	
  is	
  	
  
	
  
	
  
For	
  n	
  throws	
  giving	
  c	
  crossings,	
  we	
  may	
  
esDmate	
  π	
  as	
  
	
  
	
  
Lazzirini	
  found	
  h	
  =	
  1808,	
  giving	
  
	
  
	
  
(this	
  is	
  actually	
  a	
  slightly	
  suspicious	
  result:	
  	
  
try	
  to	
  work	
  out	
  why)	
  



Monte	
  Carlo	
  simula;on	
  

	
  
Buffon’s	
  Needle	
  is	
  an	
  example	
  of	
  a	
  Monte	
  
Carlo	
  approach:	
  
To	
  find	
  an	
  approximate	
  soluDon	
  to	
  a	
  problem,	
  
we	
  throw	
  random	
  samples	
  at	
  it	
  and	
  interpret	
  
the	
  result	
  we	
  obtain.	
  
	
  
The	
  name	
  Monte	
  Carlo	
  was	
  coined	
  by	
  
Stanislaw	
  Ulam,	
  who	
  also	
  incidentally	
  with	
  
Edward	
  Teller	
  tried	
  to	
  patent	
  the	
  design	
  of	
  the	
  
hydrogen	
  bomb.	
  
	
  
Ulam	
  used	
  this	
  approach	
  (along	
  with	
  Enrico	
  
Fermi)	
  during	
  the	
  Manhalan	
  Project,	
  and	
  
chose	
  the	
  name	
  as	
  his	
  uncle	
  used	
  to	
  borrow	
  
money	
  to	
  go	
  gambling	
  at	
  the	
  Monte	
  Carlo	
  
casino.	
  
	
  

Stanislaw	
  Ulam	
  
(1909-­‐1984)	
  

The	
  casino	
  at	
  Monte	
  Carlo	
  



Problems	
  with	
  the	
  Monte	
  Carlo	
  method	
  

	
  
Of	
  course,	
  in	
  order	
  to	
  perform	
  a	
  Monte	
  Carlo	
  
simulaDon,	
  we	
  need	
  a	
  reliable	
  source	
  of	
  
random	
  numbers.	
  
If	
  not,	
  then	
  our	
  answer	
  could	
  be	
  wrong.	
  
	
  
For	
  example,	
  what	
  if	
  –	
  when	
  we	
  throw	
  our	
  
needles	
  –	
  we	
  unwinngly	
  put	
  in	
  a	
  bias	
  such	
  
that	
  they	
  more	
  predominantly	
  in	
  line	
  with	
  our	
  
strips?	
  
If	
  so,	
  then	
  we	
  will	
  systemaDcally	
  over-­‐esDmate	
  
π.	
  
	
  
In	
  computer	
  simulaDon,	
  as	
  well	
  as	
  physical	
  
simulaDon,	
  we	
  need	
  a	
  reliable	
  way	
  of	
  
generaDng	
  random	
  numbers.	
  



Some	
  methods	
  of	
  genera;ng	
  random	
  numbers	
  

	
  
One	
  way	
  of	
  generaDng	
  random	
  numbers	
  is	
  by	
  
using	
  some	
  physical	
  process	
  that	
  appears	
  to	
  
be	
  truly	
  random.	
  
Francis	
  Galton	
  proposed	
  using	
  dice.	
  
	
  
(By	
  the	
  way,	
  Galton	
  also	
  drew	
  the	
  first	
  
weather	
  map,	
  did	
  the	
  first	
  scienDfic	
  studies	
  of	
  
fingerprinDng,	
  and	
  coined	
  the	
  terms	
  eugenics,	
  
and	
  nature	
  versus	
  nurture.)	
  
	
  
One	
  simply	
  throws	
  a	
  die	
  many	
  Dmes,	
  and	
  gets	
  
a	
  uniformly-­‐distributed	
  random	
  integer	
  
between	
  1	
  and	
  6.	
  Uniform	
  means	
  that	
  each	
  
number	
  (1,2,3,4,5,6)	
  has	
  an	
  equal	
  probability	
  
of	
  being	
  generated	
  as	
  a	
  result.	
  
	
  
	
  
	
  

Francis	
  Galton	
  
(1822-­‐1911)	
  



Li[le	
  balls	
  

	
  
In	
  the	
  naDonal	
  lolery,	
  they	
  use	
  49	
  lille	
  balls	
  
(80g	
  weight	
  each).	
  
	
  
Over	
  all	
  machines	
  it	
  is	
  thought	
  to	
  be	
  random,	
  
but	
  ball	
  number	
  38	
  does	
  come	
  up	
  most	
  oeen.	
  
	
  
The	
  Royal	
  StaDsDcal	
  Society	
  said	
  ‘Ball	
  number	
  
38	
  should	
  be	
  physically	
  examined’,	
  aeer	
  an	
  
analysis	
  by	
  the	
  University	
  of	
  Salford	
  Centre	
  
for	
  the	
  Study	
  of	
  Gambling.	
  
	
  
Apparently,	
  the	
  lolery	
  people	
  examine	
  their	
  
balls	
  each	
  draw	
  anyway….	
  
	
  



Other	
  physical	
  methods	
  for	
  genera;ng	
  random	
  numbers	
  
	
  Other	
  physical	
  methods	
  are	
  possible,	
  which	
  are	
  
more	
  suited	
  to	
  use	
  on	
  computers	
  –	
  i.e.	
  they	
  
generate	
  random	
  numbers	
  faster.	
  
• Electrical	
  shot	
  noise	
  
• Thermal	
  noise	
  
• Avalanche	
  noise	
  (e.g.	
  from	
  a	
  Zener	
  diode)	
  
• Nuclear	
  decay/Geiger	
  counter	
  
• Atmospheric	
  noise	
  
• Drie	
  between	
  two	
  clocks	
  on	
  a	
  microprocessor	
  
(most	
  hardware	
  RNGs	
  use	
  this	
  approach	
  
	
  
However,	
  they	
  all	
  suffer	
  from	
  the	
  same	
  two	
  
problems:	
  
1.  They	
  suffer	
  from	
  systemaDc	
  bias	
  (oeen	
  

hidden	
  or	
  progressive)	
  
2.  They	
  are	
  non-­‐repeatable,	
  precisely	
  because	
  

they	
  are	
  random.	
  
	
  
Example	
  of	
  systemaDc	
  bias:	
  
The	
  dated	
  bits	
  of	
  paper	
  thrown	
  into	
  a	
  bin	
  used	
  

for	
  the	
  Vietnam	
  drae	
  were	
  biased	
  towards	
  
dates	
  at	
  the	
  end	
  of	
  the	
  year.	
  



Why	
  do	
  you	
  want	
  true	
  random	
  numbers	
  anyway?	
  

	
  
Actually,	
  for	
  most	
  simulaDon	
  purposes	
  you	
  don’t	
  want	
  true	
  random	
  numbers.	
  What	
  you	
  want	
  
are	
  sequences	
  which	
  have	
  no	
  correlaDon	
  with	
  the	
  process	
  you	
  are	
  simulaDng.	
  
This	
  is	
  a	
  subtle	
  concept,	
  which	
  we	
  will	
  come	
  back	
  to	
  later.	
  
	
  
To	
  allow	
  repeatability,	
  which	
  allows	
  you	
  to	
  debug	
  your	
  simulaDon,	
  and	
  to	
  repeat	
  your	
  great	
  
result	
  so	
  you	
  can	
  show	
  someone	
  later,	
  people	
  usually	
  use	
  pseudo-­‐random	
  numbers.	
  
	
  
‘The	
  generaDon	
  of	
  random	
  numbers	
  is	
  too	
  important	
  to	
  be	
  lee	
  to	
  chance’	
  –	
  Robert	
  Coveyou,	
  
Manhalan	
  Project,	
  and	
  one	
  of	
  the	
  pioneers	
  of	
  pseudo-­‐random	
  number	
  generaDon.	
  



Pseudo-­‐random	
  numbers	
  

A	
  pseudo-­‐random	
  number	
  generator	
  (PRNG)	
  
produces	
  a	
  sequence	
  of	
  numbers	
  that	
  exhibits	
  
sta;s;cal	
  randomness.	
  The	
  output	
  sequence	
  is	
  
unbiased,	
  i.e.	
  the	
  staDsDcal	
  measures	
  are	
  what	
  
you	
  would	
  expect	
  from	
  a	
  random	
  variable.	
  
However,	
  the	
  sequence	
  is	
  enDrely	
  determinisDc.	
  
Given	
  any	
  number	
  in	
  the	
  sequence,	
  you	
  can	
  
generate	
  the	
  next	
  number.	
  Therefore,	
  you	
  can	
  
repeat	
  the	
  enDre	
  sequence	
  given	
  a	
  starDng	
  
number.	
  This	
  number	
  is	
  known	
  as	
  the	
  seed.	
  
	
  
The	
  quintessenDal	
  example	
  of	
  the	
  PRNG	
  is	
  the	
  
Linear	
  CongruenDal	
  Generator	
  (LCG),	
  invented	
  by	
  
Lehmer:	
  
	
  
which	
  has	
  the	
  following	
  parameters:	
  
	
  
The	
  modulus:	
  
The	
  mulDplier:	
  
The	
  increment:	
  
The	
  seed:	
  

Derrick	
  H.	
  Lehmer	
  
(1904-­‐1991)	
  



Features	
  of	
  the	
  LCG	
  

	
  
An	
  LCG	
  sequence	
  repeats	
  over	
  a	
  full	
  period	
  m	
  
as	
  long	
  as:	
  
c	
  and	
  m	
  are	
  relaDvely	
  prime	
  
a-­‐1	
  is	
  divisible	
  by	
  all	
  prime	
  factors	
  of	
  m	
  
a-­‐1	
  is	
  a	
  mulDple	
  of	
  4	
  is	
  m	
  is	
  a	
  mulDple	
  of	
  4	
  
	
  
With	
  these	
  parameters,	
  we	
  can	
  draw	
  a	
  
random	
  number	
  from	
  0	
  to	
  1	
  of	
  precision	
  m	
  
using	
  the	
  formula:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

The	
  LCG	
  formula	
  



It	
  seemed	
  like	
  a	
  good	
  idea	
  at	
  the	
  ;me…	
  

The	
  RANDU	
  algorithm	
  is	
  a	
  parDcularly	
  bad	
  
implementaDon:	
  
	
  
(it	
  was	
  chosen	
  because	
  it	
  runs	
  fast)	
  
But	
  actually,	
  all	
  LCGs	
  produce	
  points	
  that	
  lie	
  
on	
  hyperplanes	
  (Marsaglias’	
  theorem)	
  –	
  there	
  
are	
  correlaDons	
  between	
  the	
  points.	
  Looking	
  
at	
  these	
  planes	
  is	
  known	
  as	
  the	
  spectral	
  test.	
  
	
  
But	
  LCGs	
  are	
  sDll	
  widely	
  used…	
  
	
  
Compiler	
   m	
   a	
   c	
  

Numerical	
  Recipes	
   232	
   1664525	
   1013904223	
  

GNU	
  Compiler	
   232	
   69069	
   5	
  

ANSI/IBM	
  C	
   232	
   1103515245	
   12345	
  

Borland	
   232	
   134775813	
   1	
  

Microsoe	
  VC++	
   232	
   214013	
   2531011	
  



Do	
  the	
  correla;ons	
  ma[er?	
  

The	
  answer	
  is	
  yes….	
  and	
  no.	
  It	
  all	
  comes	
  down	
  to	
  the	
  spa;al	
  periodicity	
  of	
  the	
  random	
  number	
  
sequence.	
  
	
  
The	
  answer	
  is	
  definitely	
  yes	
  if	
  the	
  spaDal	
  periodicity	
  correlates	
  with	
  a	
  physical	
  process	
  of	
  
interest.	
  
	
  
Example:	
  Microbunching	
  gain	
  
PRSTAB	
  7,	
  074401	
  (2004)	
  

λ	



t	
  

Energy	
  
bi	
   G=	
  bf/	
  bi	
  >>	
  1	
  

	
  
	
  

Z(k)	
   ΔE	
  

R56	
  

t	
  

Current	
  modulaDon	
  
1%	
   10%	
  

Gain=10	
  

λ	





SDL	
  Zero-­‐Phasing	
  Experiment	
  –	
  the	
  effect	
  could	
  be	
  real	
  

E 

z 

E 

z 

E 

z z 

E 

z 

65 MeV 
Energy  

spectrometer 

(W. Graves et al.) 

X (E) profile 



Real	
  par;cles	
  vs.	
  macropar;cles	
  

	
  
SimulaDons	
  of	
  microbunching	
  rely	
  on	
  using	
  
macroparDcles	
  rather	
  than	
  actual	
  parDcles.	
  

The	
  reason	
  is	
  typical	
  bunches	
  contain	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  parDcles,	
  too	
  many	
  for	
  a	
  code.	
  

	
  
If	
  the	
  parDcles	
  are	
  non-­‐interacDng	
  then	
  LCGs	
  
are	
  usually	
  ok	
  –	
  only	
  the	
  staDsDcal	
  measures	
  
are	
  important.	
  
	
  
However,	
  if	
  the	
  physical	
  process	
  of	
  interest	
  
cares	
  about	
  spaDal	
  periodiciDes,	
  then	
  we	
  
have	
  to	
  be	
  careful….	
  	
  

M.	
  Borland,	
  “Modeling	
  of	
  the	
  microbunching	
  
instability"	
  Phys.	
  Rev.	
  S.T.A.B.	
  11,	
  030701	
  (2008)	
  



But	
  how	
  do	
  we	
  create	
  non-­‐uniform	
  distribu;ons	
  anyway?	
  

	
  
LCGs	
  produce	
  a	
  sequence	
  of	
  numbers	
  which	
  
is	
  uniformly	
  distributed.	
  
	
  
But	
  how	
  do	
  we	
  produce	
  numbers	
  which	
  don’t	
  
have	
  a	
  uniform	
  distribuDon?	
  
For	
  example,	
  a	
  modulated	
  Gaussian	
  such	
  as	
  
for	
  the	
  microbunching	
  calculaDons	
  from	
  the	
  
previous	
  simulaDon?	
  

(the	
  modulaDons	
  here	
  are	
  bigger	
  than	
  in	
  a	
  real	
  simulaDon)	
  



The	
  Box-­‐Muller	
  transforma;on	
  

	
  
The	
  Box-­‐Muller	
  method	
  is	
  handy	
  way	
  of	
  
generaDng	
  Gaussians	
  using	
  two	
  uniformly-­‐
distributed	
  numbers.	
  
The	
  result	
  is	
  a	
  normal	
  distribuDon	
  with	
  unit	
  
mean	
  and	
  standard	
  deviaDon.	
  
Other	
  means	
  and	
  s.d.’s	
  can	
  be	
  generated	
  
simply:	
  
	
  

Pair	
   Pair	
  

Box,	
  G.	
  E.	
  P.	
  and	
  Muller,	
  M.	
  E.	
  "A	
  Note	
  on	
  the	
  GeneraDon	
  of	
  Random	
  Normal	
  Deviates."	
  Ann.	
  Math.	
  Stat.	
  29,	
  610-­‐611	
  (1958)	
  

Box-­‐Muller	
  only	
  works	
  for	
  Gaussians,	
  but	
  is	
  
handy	
  because	
  the	
  formulae	
  can	
  be	
  re-­‐cast	
  
for	
  very	
  fast	
  computaDon.	
  
(Polar	
  method	
  and	
  Marsaglia’s	
  Polar	
  Method)	
  
	
  



Inverse	
  distribu;on	
  sampling/cumula;ve	
  distribu;on	
  sampling	
  

The	
  inverse	
  distribuDon	
  method	
  is	
  quite	
  simple	
  –	
  integrate	
  the	
  probability	
  density	
  func;on	
  
of	
  the	
  distribuDon	
  you	
  want	
  to	
  sample	
  from,	
  and	
  then	
  invert	
  it	
  to	
  form	
  the	
  inverse	
  
cumula;ve	
  distribu;on	
  funcDon.	
  MulDply	
  a	
  uniformly-­‐distributed	
  variable	
  by	
  the	
  inverse	
  
CDF	
  to	
  get	
  a	
  distribuDon	
  distributed	
  according	
  to	
  your	
  original	
  PDF.	
  

Works	
  just	
  great	
  for	
  a	
  Gaussian	
  (again….)	
  



Inverse	
  distribu;on	
  sampling	
  of	
  the	
  exponen;al	
  distribu;on	
  
	
  
Sampling	
  funcDons	
  is	
  straighworward,	
  provided	
  the	
  inverse	
  CDF	
  can	
  be	
  found.	
  



John	
  von	
  Neumann	
  

	
  
John	
  von	
  Neumann	
  was	
  a	
  pioneering	
  
mathemaDcian.	
  He	
  also	
  patented	
  a	
  design	
  for	
  
an	
  atomic	
  bomb	
  (with	
  Klaus	
  Fuchs),	
  and	
  
proposed	
  Kyoto	
  as	
  the	
  target	
  for	
  ‘Fat	
  Man’.	
  
Ironically,	
  he	
  died	
  of	
  cancer	
  probably	
  caused	
  
by	
  watching	
  the	
  atomic	
  tests	
  at	
  Bikini	
  Atoll.	
  
	
  
He	
  also	
  invented	
  the	
  field	
  of	
  cellular	
  
automata,	
  which	
  are	
  used	
  for	
  cryptography	
  
and	
  pseudo-­‐random	
  number	
  generaDon.	
  
	
  
Here,	
  we	
  look	
  at	
  his	
  elegant	
  method	
  for	
  
generaDng	
  a	
  sample	
  drawn	
  from	
  an	
  arbitrary	
  
distribuDon,	
  the	
  rejec;on	
  method.	
  
	
  

János	
  Lajos	
  Neumann/John	
  von	
  Neumann	
  
(1903-­‐1957)	
  



von	
  Neumann	
  rejec;on	
  method	
  
	
  The	
  rejecDon	
  method	
  is	
  actually	
  very	
  simple	
  to	
  
understand.	
  
We	
  draw	
  a	
  uniform	
  variate	
  sample	
  
from	
  a	
  uniform	
  distribuDon	
  with	
  bounds	
  
corresponding	
  to	
  the	
  range	
  of	
  values	
  we	
  wish	
  
to	
  draw	
  samples	
  from	
  the	
  PDF,	
  
	
  
We	
  then	
  calculate	
  the	
  PDF	
  value	
  for	
  this	
  
and	
  compare	
  this	
  value	
  with	
  another	
  uniform	
  
variate	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  drawn	
  from	
  
	
  
If	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  then	
  keep	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  
The	
  resulDng	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  distributed	
  according	
  
to	
  the	
  PDF	
  	
  	
  
	
  

A	
  very	
  elegant	
  method,	
  that	
  is	
  only	
  limited	
  by	
  
having	
  to	
  have	
  limits	
  a	
  and	
  b	
  (for	
  
computaDonal	
  efficiency	
  reasons)	
  
In	
  regions	
  where	
  there	
  the	
  PDF	
  is	
  close	
  to	
  
zero,	
  a	
  large	
  proporDon	
  of	
  samples	
  are	
  
rejected.	
  This	
  can	
  be	
  fixed	
  by	
  rescaling	
  



The	
  Modulated	
  Gaussian	
  (yet	
  again)	
  

The	
  implementaDon	
  works….	
  
but	
  remember	
  that	
  the	
  underlying	
  pseudorandom	
  samples	
  can	
  sDll	
  be	
  correlated	
  if	
  they	
  are	
  
drawn	
  using	
  an	
  LCG	
  algorithm.	
  



Complicated	
  distribu;ons	
  are	
  straighkorward	
  

A	
  cathode	
  emission	
  with	
  a	
  hole	
  in	
  it.	
  Easy	
  with	
  the	
  von	
  Neumann	
  method.	
  



Replacements	
  for	
  the	
  LCG	
  method	
  

I	
  hope	
  I’ve	
  convinced	
  you	
  that	
  using	
  LCGs	
  is	
  usually	
  flawed.	
  There	
  are	
  beler	
  alternaDve	
  
methods,	
  but	
  of	
  course	
  you	
  should	
  be	
  careful	
  with	
  those	
  too.	
  
	
  
I’ll	
  just	
  menDon	
  two	
  popular	
  ones.	
  
	
  
Marsaglia-­‐Zaman	
  (MulDply	
  With	
  Carry):	
  
	
  
	
  
	
  
Mersenne	
  Twister	
  (Matsumoto	
  &	
  Nishimura):	
  
(algorithm	
  is	
  hard	
  to	
  write	
  down,	
  but	
  is	
  an	
  n-­‐dimensional	
  shie	
  register	
  with	
  extra	
  bits).	
  
	
  
Generally,	
  the	
  more	
  complicated	
  the	
  random	
  number	
  generator,	
  the	
  more	
  samples	
  you	
  need	
  
to	
  pass	
  tests	
  of	
  randomness.	
  
	
  
To	
  get	
  round	
  problems	
  with	
  generaDng	
  numbers,	
  you	
  can	
  get	
  them	
  on	
  a	
  CD!	
  
	
  
	
  
For	
  more	
  informaDon,	
  please	
  look	
  at	
  publicaDons	
  by	
  Marsaglia,	
  and	
  at	
  
hlp://www.stat.fsu.edu/pub/diehard/	
  



Metropolis-­‐Has;ng	
  Markov	
  Chain	
  Monte	
  Carlo	
  

	
  
A	
  final	
  method	
  you	
  might	
  see.	
  
Based	
  on	
  the	
  idea	
  of	
  Markov	
  chains,	
  in	
  which	
  
each	
  element	
  in	
  a	
  sequence	
  is	
  only	
  
dependent	
  on	
  the	
  previous	
  element	
  –	
  a	
  
random	
  walk.	
  
W.	
  HasDngs	
  extended	
  Nick	
  Metropolis’	
  
method,	
  which	
  takes	
  a	
  random	
  walk	
  
dependent	
  on	
  the	
  PDF	
  –	
  it	
  removes	
  the	
  limits	
  
on	
  the	
  distribuDon	
  that	
  the	
  von	
  Neumann	
  
method	
  has.	
  
	
  

Andrey	
  Andreyevich	
  Markov	
  
(1856-­‐1922)	
  

W.K.	
  HasDngs,	
  Biometrika	
  57,	
  97-­‐109	
  (1970)	
  –	
  one	
  of	
  only	
  three	
  papers	
  he	
  published	
  in	
  his	
  career.	
  	
  

Despite	
  the	
  Russian	
  RevoluDon,	
  nothing	
  
parDcularly	
  interesDng	
  happened	
  to	
  Dr.	
  

Markov	
  
	
  



A	
  Metropolis-­‐Has;ng	
  Markov	
  Chain	
  Monte	
  Carlo:	
  one	
  implementa;on	
  
	
  

Very	
  general,	
  but	
  quite	
  inefficient,	
  especially	
  
with	
  a	
  poor	
  starDng	
  point;	
  generally,	
  the	
  iniDal	
  
points	
  are	
  lee	
  out	
  while	
  the	
  algorithm	
  ‘finds’	
  
the	
  middle	
  of	
  the	
  distribuDon.	
  
Our	
  modulated	
  Gaussian	
  (again!):	
  

or	
   ?	
  

Y	
   N	
  

Note	
  that	
  we	
  don’t	
  need	
  to	
  draw	
  our	
  step	
  
from	
  a	
  uniform	
  distribuDon.	
  We	
  can	
  draw	
  it	
  
from	
  any	
  symmetric	
  distribuDon.	
  



Clumpiness	
  

	
  
Actually,	
  pseudorandom	
  numbers	
  are	
  actually	
  not	
  so	
  good	
  for	
  some	
  things.	
  
A	
  pseudorandom	
  macroparDcle	
  distribuDon	
  will	
  exhibit	
  more	
  ‘clumpiness’	
  than	
  the	
  real	
  
distribuDon.	
  
Apart	
  from	
  increasing	
  the	
  macroparDcle	
  number	
  and	
  looking	
  for	
  convergence	
  in	
  the	
  simulaDon	
  
results	
  (a	
  brute	
  force	
  method),	
  we	
  can	
  think	
  of	
  other	
  ways	
  of	
  making	
  samples	
  than	
  
pseudorandom	
  ones,	
  that	
  have:	
  
1.  The	
  correct	
  staDsDcal	
  properDes	
  (they	
  match	
  the	
  real	
  populaDon)	
  
2.  They	
  lack	
  correlaDons	
  that	
  influence	
  the	
  simulaDon	
  
3.  They	
  are	
  more	
  uniform	
  –	
  they	
  are	
  low-­‐discrepancy	
  sequences	
  
	
  
Low-­‐discrepancy	
  sequences	
  are	
  termed	
  quasi-­‐random.	
  SimulaDons	
  based	
  on	
  quasi-­‐random	
  are	
  

called	
  quasi-­‐Monte	
  Carlo	
  methods.	
  
	
  
A	
  formula	
  for	
  discrepancy	
  is	
  complicated,	
  but	
  does	
  exist.	
  



The	
  van	
  der	
  Corput	
  sequence	
  

In	
  1935	
  Johannes	
  van	
  der	
  Corput	
  asked	
  himself	
  how	
  to	
  progressively	
  fill	
  a	
  unit	
  interval	
  with	
  a	
  
sequence	
  of	
  numbers.	
  This	
  is	
  the	
  van	
  der	
  Corput	
  sequence,	
  an	
  example	
  of	
  a	
  low-­‐discrepancy	
  
sequence.	
  
	
  
Easy	
  to	
  write	
  down.	
  This	
  one	
  is	
  in	
  base	
  2:	
  
	
  
	
  
The	
  formula	
  is	
  a	
  bit	
  tricky,	
  but	
  is	
  based	
  on	
  using	
  binary	
  digits.	
  Base	
  3,4,5….	
  are	
  also	
  possible.	
  
	
  

Base	
  2	
  

Base	
  3	
  



Halton	
  Sequences	
  

A	
  Halton	
  sequence	
  is	
  just	
  a	
  series	
  of	
  points	
  in	
  
n	
  dimensions,	
  where	
  each	
  coordinate	
  is	
  a	
  van	
  
der	
  Corput	
  sequence.	
  
	
  
As	
  you	
  can	
  see,	
  the	
  radices	
  for	
  each	
  axis	
  must	
  
be	
  rela;vely	
  prime,	
  otherwise	
  there	
  will	
  be	
  
correlaDons.	
  
	
  
Once	
  you	
  have	
  that,	
  you	
  have	
  a	
  nice,	
  uniform	
  
distribuDon,	
  although	
  of	
  course	
  it	
  sDll	
  has	
  a	
  
strong	
  spaDal	
  frequency	
  determined	
  by	
  the	
  
radices.	
  
	
  
Again,	
  you	
  need	
  to	
  be	
  careful,	
  depending	
  on	
  
the	
  applicaDon.	
  Halton	
  is	
  good	
  for	
  space	
  
charge,	
  but	
  can	
  be	
  bad	
  for	
  microbunching.	
  
	
  
Why	
  should	
  you	
  care	
  about	
  the	
  Halton	
  
sequence?	
  
Because	
  it	
  is	
  used	
  in	
  prely	
  much	
  every	
  quiet	
  
start	
  rouDne	
  (e.g.	
  Elegant),	
  used	
  for	
  space	
  
charge,	
  FEL	
  modelling	
  etc.	
  



Back	
  to	
  microbunching	
  again	
  

Similarly	
  to	
  the	
  banding	
  that	
  you	
  can	
  have	
  
with	
  the	
  LCG,	
  poor	
  choices	
  of	
  the	
  radices	
  can	
  
give	
  rise	
  to	
  banding,	
  depending	
  on	
  the	
  
parDcle	
  number.	
  
	
  
A	
  very	
  important	
  point	
  is	
  that	
  if	
  you	
  populate	
  
e.g.	
  a	
  6D	
  distribuDon	
  with	
  samples,	
  you	
  
should	
  not	
  do	
  it	
  pairwise	
  in	
  each	
  plane:	
  
	
  
	
  
otherwise	
  there	
  will	
  be	
  correlaDons	
  between	
  
e.g.	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  Instead,	
  you	
  should	
  
construct	
  a	
  joint	
  sequence	
  of	
  
	
  
The	
  moral	
  of	
  the	
  tale	
  is	
  to	
  look	
  at	
  the	
  
distribuDons	
  you	
  are	
  generaDng.	
  	
  

M.	
  Borland,	
  “Modeling	
  of	
  the	
  microbunching	
  
instability"	
  Phys.	
  Rev.	
  S.T.A.B.	
  11,	
  030701	
  (2008)	
  



Other	
  quasirandom	
  sequences	
  

There	
  are	
  lots:	
  
• Hammersley	
  
• Faure	
  
• Neiderreiter	
  
• Sobol	
  
• Scrambled	
  van	
  der	
  Corput/Halton	
  
	
  
I’ve	
  created	
  a	
  MathemaDca	
  notebook	
  that	
  you	
  can	
  play	
  with	
  to	
  get	
  an	
  idea	
  of	
  how	
  they	
  all	
  
work.	
  



Summary	
  

	
  
Random	
  numbers	
  are	
  a	
  big	
  field	
  in	
  themselves,	
  with	
  many	
  issues	
  unresolved.	
  
	
  
Depending	
  on	
  the	
  simulaDon	
  you	
  are	
  doing,	
  different	
  types	
  of	
  distribuDon	
  may	
  be	
  needed.	
  
	
  
The	
  LCGs	
  in	
  most	
  compilers	
  have	
  a	
  number	
  of	
  deficiencies	
  that	
  are	
  important	
  in	
  accelerator	
  
simulaDons.	
  
	
  
More	
  generally,	
  you	
  should	
  be	
  aware	
  of	
  the	
  issues	
  in	
  using	
  distribuDons,	
  both	
  pseudorandom	
  
and	
  quasirandom.	
  


