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Learning	  material	  for	  this	  course	  

Course	  Material	  
	  
CI	  Courses	  (
hUp://www.cockcroZ.ac.uk/pages/
educa@on.htm)	  
Linear	  Dynamics	  (Wolski)	  
Accelerator	  Physics(Appleby)	  
Linear	  Op@cs	  and	  LaDce	  Design	  (Holzer)	  
	  
CAS	  (hUp://www.cern.ch/CAS)	  
	  
	  
And	  many	  more….	  
(available	  from	  all	  good	  booksellers!)	  
	  

Where	  to	  get	  codes	  
	  
Accelerator	  Code	  Repository:	  

hUp://projects.astec.ac.uk/Plone/Codes	  	  
	  
MAD	  –	  Methodical	  Accelerator	  Design	  

hUp://mad.web.cern.ch/mad/	  
Elegant	  

hUp://www.aps.anl.gov/
Accelerator_Systems_Division/
Opera@ons_Analysis/soZware.shtml	  

	  
And	  many	  more….	  
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A	  numerical	  method	  is	  an	  algorithm	  that	  allows	  you	  to	  solve	  a	  problem	  numerically.	  Nowadays	  
this	  is	  done	  on	  a	  computer	  

usually	  using	  some	  itera@ve	  procedure.	  
Examples:	  

Solving	  systems	  of	  equa@ons	  
Finding	  roots	  of	  equa@ons	  (esp.	  non-‐linear)	  
Solving	  ordinary	  differen@al	  equa@ons/par@al	  differen@al	  equa@ons	  (Project	  2)	  
Analysis	  of	  data	  (curve	  fiDng,	  spectral	  analysis)	  (Project	  1)	  
Monte-‐Carlo	  simula@on	  of	  physical	  systems	  

During	  numerical	  analysis,	  we	  must	  be	  aware	  that	  our	  predic@ons	  may	  be	  different	  from	  real	  
system,	  e.g.	  to	  what	  accuracy	  can	  we	  believe	  them?	  

Round-‐off	  error	  
Range	  error	  
Trunca@on	  error	  

	  

Recap	  of	  Numerical	  Methods	  
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Normally,	  computers	  store	  individual	  floa@ng-‐point	  numbers	  in	  either	  
Single	  precision	  (4	  bytes/32	  bits)	  
Double	  precision	  (8	  bytes/64	  bits)/binary64	  –	  e.g.	  default	  in	  MATLAB	  
If	  you	  define	  a = 0.02;	  then	  a	  will	  be	  in	  double-‐precision	  format	  

A	  floa@ng-‐point	  number	  is	  represented	  by	  a	  significand	  and	  exponent	  
	  
Significand	  (incorrectly)	  previously	  called	  man@ssa	  

man@ssa	  s@ll	  used	  very	  widely	  
	  

	  
	  

Significand	   Base	   Exponent	  

Significand	  
(binary	  number	  in	  double-‐precision)	  

Base	  (2	  in	  double-‐precision)	  

Exponent	  

Sign	  (0	  or	  1)	  

Number	  

1	  bit	   52	  bits	   11bits	  

The	  representa;on	  of	  numbers	  on	  computers	  
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Accuracy	  is	  determined	  by	  the	  number	  of	  bits	  in	  the	  significand:	  
Double-‐precision	  accuracy	  is	  about	  16	  decimal	  places	  
	  
Single	  precision	  accuracy	  is	  about	  7	  decimal	  places	  
	  

Round-‐off	  errors	  can	  be	  very	  significant:	  
‘Subtrac@on	  of	  similar	  numbers’	  problem	  
	  
	  
	  
	  
Try	  it!	  

	  
Matlab	  has	  variable	  eps	  that	  gives	  lower	  bound	  on	  accuracy	  
	  
	  

>>10^(-20)/((3+10^(-20))-3) gives	  Inf	  (inifinity)	  instead	  of	  1	  

This	  immediately	  gives	  
catastrophic	  round-‐off	  error	  

Cannot	  be	  represented	  with	  16	  sd	  

eps	  =	  2.2204e-‐16	  

Accuracy	  of	  stored	  values	  
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An	  op@mum	  value	  of	  h	  is	  oZen	  around	  
	  
	  
But,	  it	  depends	  on	  the	  problem!	  

Exact	  DerivaEve	   ApproximaEon	  

Example:	  

Example:	  Round-‐off	  error	  when	  calcula@ng	  deriva@ves	  

Round-‐off	  error	  
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Range	  errors	  occur	  when	  you	  use	  a	  number	  outside	  of	  the	  exponent	  range	  
Smallest	  representable	  number:	  
Largest	  representable	  number:	  
Single	  precision:	  
	  
Double	  precision:	  

Exceeding	  the	  single	  precision	  range	  limit	  is	  not	  difficult	  in	  physics	  
	  
	  
But,	  we	  would	  (without	  thinking)	  calculate	  the	  numerator	  and	  denominator	  separately	  in	  

code:	  
	  
	  
Solu@on:	  use	  unit	  scale	  appropriate	  to	  the	  problem!	  

	  
	  
	  
	  
	  

well	  within	  single	  precision	  limit	  

oops!	  

Range	  Error	  



TRU
N
CA

TIO
N	  ERR
O
R	  

Trunca;on	  Error	  

Suppose	  we	  need	  to	  find	  the	  first	  deriva@ve	  
	  
We	  have	  seen	  that	  	  	  	  	  cannot	  be	  chosen	  too	  small	  because	  of	  round-‐off	  error	  
	  
Therefore	  
	  
Can	  we	  find	  an	  expression	  for	  the	  error?	  
Consider	  the	  Taylor	  expansion	  
(equivalently) 	   	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  where	  
	  
Therefore	  

	   	  	  
	   	  is	  called	  the	  (local)	  trunca@on	  error	  
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Now	  we	  are	  in	  a	  posi@on	  to	  perform	  numerical	  integra@on	  
	  
We	  will	  consider	  a	  universal	  equa@on	  of	  mo@on,	  and	  look	  at	  the	  simplest	  method	  we	  can	  
imagine.	  This	  will	  turn	  out	  to	  be	  Euler’s	  Method	  
	  
Before	  we	  do	  that,	  let’s	  picture	  what	  we	  are	  doing:	  

AZer	  n	  steps,	  we	  have	  effec@vely	  
calculated	  the	  definite	  integral	  

Numerical	  Integra;on	  
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Using	  the	  defini@on	  of	  numerical	  deriva@ves,	  we	  can	  write	  

(2	  equa@ons,	  not	  1!)	  

(forward	  deriva@ves)	  

Mul@plying	  through,	  

Re-‐wri@ng	  in	  itera@ve	  nota@on,	  

That	  looks	  quite	  easy	  to	  calculate!	  Euler’s	  Method.	  

Choose	  h	  and	  some	  ini@al	  condi@ons,	  and	  off	  you	  go!	  

Euler’s	  Method	  
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An	  easy	  way	  to	  improve	  on	  Euler’s	  method	  is	  to	  use	  one	  extra	  term	  in	  
the	  Taylor	  expansion	  for	  the	  deriva@ve:	  

(cf.)	  

Improved	  Euler’s	  Method	  

re-‐arranging	  the	  2nd	  of	  these	  gives	  
Note:	  quar@c	  in	  h!	  

Wow!	  This	  should	  be	  much	  more	  accurate!	  
But	  no@ce	  that	  (n+1)	  term	  requires	  n	  and	  (n-‐1)	  terms	  –	  not	  self-‐star@ng.	  
Must	  use	  Euler	  method	  for	  first	  step.	  

Verlet’s	  Method	  
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Euler	  

Imp.	  Euler	  

Verlet	  

General	  SHM	  with	  damping	  

Solvable	  if:	  

(and	  for	  certain	  func@ons)	  

Example:	  Spring-‐Mass	  with	  Damping	  
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(Refer	  to	  your	  notes	  from	  PHYS	  10302)	  

has	  solu@on	   where	   &	  

Quality	  factor	  

Cri@cal	  damping	  is	  defined	  as	   ,	  therefore	   and	  so	  

Subs@tu@ng	  into	  equa@on	  for	  quality	  factor	  gives	  

Exact	  solu;on	  for	  F(t)=0:	  



Analy@cal	  solu@on	  

Analy;c	  versus	  numerical	  simula;on	  

The	  important	  point	  here	  is	  to	  test	  your	  algorithm	  in	  
the	  case	  where	  the	  soluEon	  is	  analyEcally	  known:	  
then	  you	  know	  how	  good	  it	  is.	  
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Ar@ficial	  addi@on	  of	  energy	  to	  system	  –	  numerical	  artefact.	  
Integrators	  are	  non-‐symplecEc,	  one	  of	  them	  badly	  so!	  

Integra;on	  over	  long	  ;mes	  
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Ques@on:	  How	  would	  you	  check	  the	  green	  one	  was	  really	  constant	  amplitude?	  

GeXng	  it	  wrong	  with	  no	  damping	  
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Ignoring	  for	  simplicity	  an	  ini@al	  velocity,	  we	  may	  write	  an	  expression	  for	  the	  damped	  SHM	  mo@on	  
	  
	  
The	  energy	  is	  just	  
	  
	  
	  
Subs@tu@ng	  and	  expanding	  out,	  we	  get	  (eventually)	  

Energy	  Errors	  in	  Euler’s	  Method	  



Start	  by	  wri@ng	  out	  expression	  for	  Euler	  step	  
	  
	  
	  
Then	  subs@tute	  into	  expression	  for	  energy	  
	  
	  
	  
and	  collect	  terms	  to	  give	  
	  
	  
In	  other	  words,	  our	  simula@on	  predicts	  a	  steadily	  increasing	  energy!	  

Euler’s	  Method	  With	  No	  Damping	  
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Let’s	  make	  a	  slight	  change	  to	  Euler’s	  method	  
	  
	  
	  
Expanding	  out	  the	  expression	  for	  energy	  again,	  we	  obtain	  (eventually)	  
	  
	  
	  
The	  second	  term	  averages	  out	  over	  one	  oscilla@on.	  The	  result	  is	  that	  the	  overall	  energy	  is	  
conserved.	  
But…	  there	  are	  oscilla@ons	  about	  this	  average,	  compared	  to	  the	  true	  value	  of	  the	  energy.	  BeUer	  
than	  Euler	  though!	  
Euler-‐Cromer	  is	  a	  Symplec@c	  Integrator,	  i.e.	  it	  is	  energy-‐preserving	  

The	  Euler-‐Cromer	  Method	  
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Phase	  Space	  Plot	  Time	  Plot	  

A=1,k=10,b=0.1,m=1	  
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x	  

Physical	  analogies	  

x	  

Spring-‐mass	  

Pendulum	  
(small	  angles	  only!)	  

SHM	  through	  a	  long	  quadrupole	  
SHM	  in	  Linear	  Op;cal	  Systems	  



Weak	  Focusing	  

Consider	  a	  constant	  energy	  par@cle	  in	  
a	  fixed	  dipole	  field	  (into	  the	  page)	  
Reference	  par@cle	  executes	  cyclotron	  
mo@on	  
Other	  par@cles	  of	  the	  same	  energy	  
execute	  cyclotron	  mo@on	  of	  same	  
radius	  
Compared	  to	  reference	  trajectory,	  this	  
looks	  like	  an	  oscilla@on	  
Number	  of	  oscilla@ons	  per	  turn	  (the	  
‘tune’)	  is	  1.	  

Reference	  par@cle	  

Off-‐axis	  par@cle	  

x’	   dp/p	   s	  

y	  

y’	  

geometric	  focusing	  



Stability	  in	  a	  combined	  func;on	  magnet	  	  

Stable	  focusing	  for:	  



The	  6	  coordinates	  and	  the	  linear	  dri9	  space	  

x	  
x’	  



Normalised	  field	  gradient	  
(this	  is	  the	  number	  used	  in	  nearly	  all	  codes)	  
Doesn’t	  depend	  on	  energy	  



x	  

Pendulum	  
(small	  angles	  only!)	  

Physical	  analogies	  

x	  
A	  par@cle	  executes	  simple	  harmonic	  
mo@on	  in	  an	  infinitely	  long	  quadrupole	  

Spring-‐mass	  

Transversely,	  an	  accelerator	  is	  analogous	  to	  a	  
pendulum	  where	  gravity	  changes	  as	  a	  
func@on	  of	  @me	  



The	  Sector	  Bend	  –	  assump;on	  of	  a	  curved	  coordinate	  system	  



The	  Linear	  Wedge	  Dipole	  



The	  Linear	  Wedge	  Dipole	  –	  now	  with	  focusing!	  



Edge	  focusing	  



The	  FODO	  LaXce	  –	  The	  Simplest	  Strong-‐Focusing	  LaXce	  

(thin-‐lens	  approxima@on)	  

(hint:	  this	  is	  a	  Poincare	  secEon)	  

s through lattice	




From	  rays	  to	  Twiss	  values	  

So	  what?	  
Well,	  this	  means	  that	  the	  values	  of	  alpha,	  beta,	  gamma	  are	  constants	  of	  the	  accelerator	  

laDce,	  and	  not	  of	  any	  par@cular	  par@cle	  
Beta	  in	  par@cular	  describes	  the	  envelope	  of	  the	  par@cles	  
Alpha,	  beta,	  gamma	  are	  the	  Twiss	  func@ons	  (func@ons	  of	  ‘s’).	  

	  

w.l.o.g.	  we	  can	  write:	  

with:	  

It	  can	  be	  shown	  that:	  

which	  gives:	   and	  



Propaga;on	  of	  the	  Twiss	  Values	  

where:	  

is	  a	  conserved	  quan@ty	  

x	  



The	  Periodic	  Solu;on	  

For	  a	  real-‐valued	  phase	  advance	  (and	  therefore	  real-‐valued	  Twiss	  func@ons),	  the	  Trace	  of	  the	  
transfer	  matrix	  must	  be	  less	  than	  2.	  

Don’t	  forget	  the	  other	  plane	  of	  mo@on	  –	  you	  can	  be	  stable	  in	  one	  plane	  and	  not	  in	  the	  
other…	  

In	  other	  words,	  you	  have	  to	  get	  the	  focusing	  strengths	  right.	  
	  

This	  is	  always	  the	  form	  of	  the	  1-‐turn	  
matrix	  

This	  is	  the	  par@cular	  form	  
for	  our	  FODO	  example	  



So	  how	  do	  we	  do	  it	  in	  a	  code?	  

Accelerator	  codes	  simply	  assume	  a	  piecewise-‐con@nuous	  representa@on	  of	  the	  accelerator	  
structure.	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
but	  because	  of	  edge	  focusing	  the	  number	  of	  matrices	  is	  not	  the	  same	  as	  the	  number	  of	  
elements.	  
	  
	  



Calcula;on	  of	  the	  Twiss	  values	  –	  periodic	  solu;on	  procedure	  

	  
Linear	  op@cs	  codes	  work	  using	  the	  following	  procedure:	  
	  
1.  Parse	  laDce	  structure	  into	  R	  matrices	  
2.  Calculate	  one-‐turn	  matrix:	  
3.  Determine	  stability	  in	  each	  plane	  using	  

4.  Calculate	  the	  periodic	  phase	  advance:	  

5.  Calculate	  the	  ini@al	  Twiss	  values:	  
	  
(Exercise:	  what	  happens	  when	  	  	  	  	  	  	  	  	  comes	  out	  nega@ve?)	  

6.  Propagate	  the	  Twiss	  values.	  
	  



Propaga;ng	  Twiss	  and	  phase	  values	  

This	  is	  easy…	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
and	  phases	  are	  propagated	  as	  
	  
	  
	  
	  
the	  important	  thing	  to	  note	  here	  is	  that	  elements	  can	  be	  split…	  
(but	  the	  edge	  focusing	  is	  not	  split	  over	  dipoles)	  

(don’t	  have	  to	  split	  for	  the	  one-‐turn	  matrix)	  

(hint:	  you	  can	  put	  other	  calcula@ons	  in	  when	  you	  do	  this)	  



Con;nuous	  versus	  discrete	  calcula;ons	  

Most	  accelerator	  physics	  courses	  talk	  about	  con;nuous	  func@ons.	  
Of	  course,	  virtually	  all	  codes	  calculate	  discrete	  values	  using	  the	  linear	  matrix	  formalism.	  
Depending	  on	  the	  code	  and/or	  the	  par@cular	  laDce,	  you	  can	  have	  problems.	  Most	  of	  these	  
problems	  arise	  because	  of	  the	  oscillatory	  form	  of	  the	  trajectory	  solu@ons.	  
	  
Example:	  Betatron	  tune	  through	  a	  long	  quadrupole	  
	  
Con@nuously,	  we	  have	  
	  
but	  in	  a	  discrete	  quadrupole	  the	  matrix	  calcula@on	  loses	  the	  integer	  part	  of	  the	  phase	  advance.	  
	  
	  
	  
	  
	  
Few	  codes	  check	  for	  this!	  



Dispersion	  

Dispersion	  is	  actually	  much	  easier	  than	  it	  sounds.	  
	  
The	  dispersion	  func@on	  is	  that	  ray	  which	  has	  unit	  
momentum	  devia@on,	  i.e.	  
	  
In	  other	  words,	  at	  any	  loca@on	  through	  a	  laDce	  it	  can	  be	  
described	  as	  a	  vector	  of	  the	  form:	  	  
	  
Assuming	  a	  linear	  system,	  all	  other	  energies	  just	  scale	  from	  
this	  value.	  



Propaga;ng	  dispersion	  

Propaga@ng	  dispersion	  is	  even	  easier…	  
	  
	  
	  
(remember,	  the	  dispersion	  is	  just	  another	  ray/par@cle)	  
	  
For	  a	  periodic	  system	  with	  one-‐turn	  6x6	  matrix	  R,	  it	  can	  be	  shown	  (!)	  that	  the	  periodic	  solu@on	  
is:	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
again,	  we	  can	  split	  elements	  when	  propaga@ng…	  



Op;cal	  modules	  

There	  are	  many	  possible	  configura@ons	  of	  dipoles	  and	  quadrupoles	  that	  can	  give	  
stable	  mo@on	  

In	  par@cular,	  we	  can	  talk	  about	  dispersion-‐free	  laDces,	  which	  are	  important	  in	  
many	  applica@ons	  
Colliders,	  SR	  sources	  

Chasman-‐green,	  double-‐bend	  achromat,	  triple-‐bend	  achromat…	  
	  
	  

Nearly	  always,	  someone	  has	  worked	  out	  the	  rules	  for	  a	  typical	  op@cal	  module	  that	  
does	  a	  par@cular	  job.	  

It	  then	  needs	  adap@ng	  to	  your	  par@cular	  problem,	  e.g.	  taking	  account	  of	  space,	  
beam	  energy,	  technological	  limita@ons/choices	  etc.	  

	  
In	  the	  following	  slides	  we	  will	  see	  a	  few	  examples	  of	  such	  modules.	  



A	  non-‐dispersive	  bending	  system	  –	  the	  achromat	  

(from	  K.	  Steffen’s	  excellent	  CAS	  lectures)	  



A	  non-‐dispersive	  transla;ng	  system	  –	  the	  dog-‐leg	  
	  



A	  non-‐dispersive	  bending	  system	  using	  only	  dipoles	  
	  



A	  non-‐dispersive	  4-‐magnet	  system	  –	  the	  chicane	  
	  

Q:	  Why	  would	  you	  want	  one	  of	  these?	  
Exercise:	  derive	  the	  analy@c	  value	  in	  such	  a	  system	  for	  	  



An	  isochronous,	  achroma;c	  bending	  system	  



Periodic	  and	  aperiodic	  systems	  

There	  is	  no	  basic	  difference	  between	  a	  periodic	  and	  an	  aperiodic	  system.	  
The	  propaga@on	  of	  individual	  rays	  is	  iden@cal,	  	  
	  
In	  an	  aperiodic	  system,	  ini@al	  Twiss	  and	  dispersion	  values	  must	  be	  supplied.	  The	  values	  
obtained	  when	  propagated	  will	  then	  differ	  depending	  upon	  the	  ini@al	  values.	  
	  
Example:	  a	  FODO	  channel	  is	  set	  up	  which	  has	  a	  par@cular	  periodic	  solu@on	  for	  the	  Twiss	  values.	  
We	  propagate	  an	  ini@al	  (different)	  Twiss	  matrix	  through	  the	  system	  –	  the	  propagated	  values	  
are	  different.	  This	  is	  called	  mismatch.	  
	  
	  
Exercise:	  Try	  it	  out	  for	  yourself!	  
	  
The	  same	  thing	  is	  true	  of	  dispersion.	  	  



Deliberate	  dispersion	  mismatch	  –	  the	  dispersion	  suppressor	  

A	  FODO	  laDce	  with	  45-‐degree	  phase	  advance	  



Real	  laXces	  and	  laXce	  design	  

Remember	  that	  when	  we	  design	  laDces,	  that	  eventually	  it	  will	  get	  built	  (hopefully!)	  
	  
Reality	  uses	  up	  more	  space	  than	  ideal	  elements….	  



From	  simple	  to	  complex	  laXces	  

a:	  	  Weak	  focusing	  
b:	  FODO	  channel	  
c:	  FODO	  cell	  
d:	  Low-‐emiUance	  cell	  
e:	  CF	  low-‐emiUance	  cell	  
f:	  Low-‐emiUance	  FODO	  
g:	  Dispersion	  match	  
h:	  Periodic	  dispersion	  match	  
i:	  Double-‐bend	  achromat	  
j:	  Triple-‐bend	  achromat	  
	  
(see	  A.Streun’s	  excellent	  
course	  on	  low-‐emiUance	  
laDce	  design)	  
	  
	  
	  



In	  the	  next	  lecture	  

In	  the	  next	  lecture,	  we	  will	  talk	  about	  taking	  an	  op@cal	  module,	  and	  adap@ng	  (i.e.	  improving)	  it	  
for	  a	  par@cular	  purpose.	  This	  is	  oZen	  one	  of	  the	  principal	  jobs	  people	  use	  codes	  for.	  
	  
The	  general	  method	  is	  called	  matching.	  


